
　第５６卷　第 １期
２０１７年　１月

中山大学学报 （自然科学版）

ＡＣＴＡ　ＳＣＩＥＮＴＩＡＲＵＭ　ＮＡＴＵＲＡＬＩＵＭ　ＵＮＩＶＥＲＳＩＴＡＴＩＳ　ＳＵＮＹＡＴＳＥＮＩ
Ｖｏｌ５６　Ｎｏ１
Ｊａｎ　２０１７

　

ＤＯＩ：１０１３４７１／ｊｃｎｋｉａｃｔａｓｎｕｓ２０１７０１０１１

离散 Ｌａｐｌａｃｅ问题的正解
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摘　要：考虑如下离散的 Ｌａｐｌａｃｅ边值问题 Δ（（Δｕ（ｋ－１）））＋λｐ（ｋ）ｆ（ｕ（ｋ））＝０，ｋ∈｛１，２，…，Ｔ｝，
ｕ（０）＝ｕ（Ｔ＋１）＝{ ０

其中，Ｔ＞５是给定的正整数，λ是正参数，是从Ｒ到Ｒ上的单调递增的奇同胚映射。在较弱的条件ｌｉｍｉｎｆ
ｕ→∞

ｆ（ｕ）
（ｕ）

∈（０，∞］下，利用锥上的不动点定理，建立了问题至少存在一个正解的结果，并给出了参数λ的显式开区间。
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ｂｅｌｏｎｇｉｎｇｔｏａｎｅｘｐｌｉｃｉｔｏｐｅｎｉｎｔｅｒｖａｌ．
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ｕ≤Ｒ．
Ｔｈｒｏｕｇｈｏｕｔｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅｔａｋｅＥ＝｛ｕ：［０，Ｔ＋

１］Ζ→Ｒ｝ｅｑｕｉｐｐｅｄｗｉｔｈｎｏｒｍ ｕ＝ ｍａｘ
ｋ∈［１，Ｔ］Ｚ

ｕ（ｋ） ．

Ｄｅｎｏｔｅ
ｐ
－
：＝ ｍｉｎ

ｋ∈［１，Ｔ］Ｚ
ｐ（ｋ）

ａｎｄ
珋ｐ：＝ ｍａｘ

ｋ∈［１，Ｔ］Ｚ
ｐ（ｋ）

Ｗｅｎｏｔｅｔｈａｔａｆｕｎｃｔｉｏｎｕｏｆｉｎｔｅｇｅｒｖａｒｉａｂｌｅｉｓｓａｉｄｔｏ
ｂｅｃｏｎｃａｖｅｉｆΔ２ｕ（ｋ－１）≤０．Ｔｈｉｓｉｓｔｈｅｓａｍｅａｓ
ｓａｙｉｎｇｔｈａｔｔｈｅｆｉｒｓｔｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅΔｕ（ｋ－１）ｉｓｎｏｎ－ｉｎ
ｃｒｅａｓｉｎｇ．ＩｆΔ２ｕ（ｋ－１）＜０，ｔｈｅｎｕｉｓｓａｉｄｔｏｂｅｓｔｒｉｃｔ

ｌｙｃｏｎｃａｖｅ．Ｆｏｒａｓｕｍ∑
ｔ

ｋ＝ｓ
ｕ（ｔ），ｉｆｓ＞ｔ，ｔｈｅｎｗｅｓａｙ

∑
ｔ

ｋ＝ｓ
ｕ（ｔ）＝０．

１　Ｐｒｅｌｉｍｉｎａｒｉｅｓ
Ｌｅｍｍａ２　Ｌｅｔａ，ｂ∈Ζｗｉｔｈａ＜ｂ．Ａｓｓｕｍｅｑ：

［ａ－１，ｂ＋１］Ζ→Ｒａｎｄｈ：［ａ，ｂ］Ｚ→（０，∞）．Ｉｆｕ
ａｎｄｖｓａｔｉｓｆｙ
Ｌ［ｕ－ｑ］（ｋ－１）－Ｌ［ｖ－ｑ］（ｋ－１）＋ｈ（ｋ）＝０，

ｋ∈［ａ，ｂ］Ｚ，
（ｕ－ｖ）（ａ－１）＝（ｕ－ｖ）（ｂ＋１）＝

{
０
（３）

ｔｈｅｎｕ＞ｖｏｎ［ａ，ｂ］Ｚ．
Ｐｒｏｏｆ　Ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔｔｈｅｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｉｓｎｏｔｔｒｕｅ，

ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓｋ ∈［ａ，ｂ］Ｚｓｕｃｈｔｈａｔ（ｕ－ｖ）（ｋ）
＝ ｍｉｎ
ｋ∈［ａ，ｂ］Ｚ

（ｕ－ｖ）（ｋ）≤０．Ｓｕｍｍｉｎｇｂｏｔｈｓｉｄｅｓｏｆｔｈｅ

ｅｑｕａｔｉｏｎｉｎ（３）ｆｒｏｍｓｔｏｋ，ｗｅｈａｖｅ
（Δ（ｕ－ｑ）（ｓ－１））－（Δ（ｖ－ｑ）（ｓ－１））＝

∑
ｋ

ｋ＝ｓ
ｈ（ｋ）＋［Δ（ｕ－ｑ）（ｋ）］－

［Δ（ｖ－ｑ）（ｋ）］＞０
ｆｏｒｓ∈ ［ａ，ｋ］ＺｓｉｎｃｅΔ（ｕ－ｖ）（ｋ）≥ ０．Ｔｈｕｓ，

７６
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Δ（ｕ－ｖ）（ｓ－１）＞０，ｓ∈ ［ａ，ｋ］Ｚ．Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｂｙ
ｓｕｍｍｉｎｇｆｒｏｍａｔｏｋｔｈａｔ（ｕ－ｖ）（ｋ）＞０，ａｃｏｎｔｒａ
ｄｉｃｔｉｏｎ．

Ｌｅｍｍａ３　Ｉｆｗｓａｔｉｓｆｉｅｓ
Ｌ［ｕ］（ｋ－１）＋λＭｐ（ｋ）＝０，ｋ∈［１，Ｔ］Ｚ，
ｕ（０）＝ｕ（Ｔ＋１）＝{ ０　　　　　　　　

（４）
Ｔｈｅｎｗ ＞ ０ ｏｎ ［１，Ｔ］Ｚ ａｎｄ Δｗ（ｋ－１） ≤
－１（λＭＴ珋ｐ）ｏｎ［１，Ｔ＋１］Ｚ．

Ｐｒｏｏｆ　ＢｙＬｅｍｍａ２，ｗｅｋｎｏｗｗ＞０ｏｎ［１，Ｔ］Ｚ
．Ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｓｅｅｔｈａｔｔｈｅｕｎｉｑｕｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ（４）ｃａｎ
ｂｅｗｒｉｔｔｅｎａｓ

ｗ（ｋ）＝∑
ｋ

ｓ＝１
－１（Ｃ＋∑

Ｔ

ｌ＝ｓ
λＭｐ（ｌ）），

ｋ∈［０，Ｔ＋１］Ｚ

ｗｈｅｒｅＣｓａｔｉｓｆｉｅｓｗ（Ｔ＋１）＝０．Ｔｈｅｎ－∑
Ｔ

ｋ＝１
λＭｐ（ｋ）＜

Ｃ＜０．Ｉｎｆａｃｔ，ｉｆＣ≥０，ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅ０＝ｗ（Ｔ＋１）

≥∑
Ｔ＋１

ｓ＝１
－１（∑

Ｔ

ｌ＝ｓ
λＭｐ（ｌ））＞０，ａｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ．Ｔｈｅ

ａｎｏｔｈｅｒｓｉｄｅｃａｎｂｅｖｅｒｉｆｉｅｄｓｉｍｉｌａｒｌｙ．Ｓｉｎｃｅ（Δｗ（ｋ

－１））＝Ｃ＋∑
Ｔ

ｌ＝ｋ
λＭｐ（ｌ），ｋ∈［１，Ｔ＋１］Ｚ，ｗｅｈａｖｅ

ｔｈａｔｆｏｒｋ∈［１，Ｔ＋１］Ｚ，

（Δｗ（ｋ－１））＜∑
Ｔ

ｌ＝ｋ
λＭｐ（ｌ）≤

∑
Ｔ

ｌ＝１
λＭｐ（ｌ）≤λＭＴ珋ｐ

ａｎｄ

（Δｗ（ｋ－１））＞－∑
ｋ－１

ｌ＝１
λＭｐ（ｌ）≥

－∑
Ｔ

ｌ＝１
λＭｐ（ｌ）≥－λＭＴ珋ｐ

　　Ｌｅｍｍａ４［２］　Ｌｅｔ（Ａ３）ｈｏｌｄ．Ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｉｎｅ
ｑｕａｌｉｔｉｅｓｈｏｌｄ．
－１（ｘ＋ｙ）≤－１（ｘ）＋－１（ｙ）＋－１（μ）

ｆｏｒｘ≥－μ，ｙ≥０，μ≥０，
－１（ｘ－ｙ）≥－１（ｘ）－２－１（ｙ）

ｆｏｒｘ≥０，ｙ≥０．
Ｌｅｔｇ（ｕ）：＝ｆ（ｕ）＋Ｍｆｏｒｕ≥０．Ｄｅｆｉｎｅ珘ｇ（ｕ）＝
ｇ（ｕ）ｉｆｕ≥０ａｎｄ珘ｇ（ｕ）＝ｇ（０）ｆｏｒｕ≤０．

Ｌｅｍｍａ５　Ｌｅｔ（Ａ１）ｈｏｌｄ．ｕｉｓａｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕ
ｔｉｏｎｏｆ（１）ｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆ珘ｕ＝ｕ＋ｗｉｓａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｐｒｏｂｌｅｍ

Ｌ［珘ｕ－ｗ］（ｋ－１）＋Ｌ［ｗ］（ｋ－１）＝

－λｐ（ｋ）珘ｇ（珘ｕ（ｋ）－ｗ（ｋ）），ｋ∈［１，Ｔ］Ｚ，

珘ｕ（０）＝０＝珘ｕ（Ｔ＋１）
{

　　　　　　

（５）

ｗｉｔｈ珘ｕ＞ｗｏｎ［１，Ｔ］Ｚ．
Ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｓｅｅｔｈａｔｐｒｏｂｌｅｍ（５）ｉｓｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｏ

珘ｕ（ｋ）＝∑
ｋ

ｓ＝１
－１ 　

　
Ｃ珘ｕ－λ∑

ｓ－１

ｌ＝１
ｐ（ｌ）珘ｇ（珘ｕ（ｌ）( －

ｗ（ｌ））－（Δｗ（ｓ－１））)　　＋ｗ（ｋ），
ｋ∈［０，Ｔ＋１］Ｚ （６）

ｗｈｅｒｅＣ珘ｕｓａｔｉｓｆｉｅｓ珘ｕ（Ｔ＋１）＝０．Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｌｙ，

珘ｕ（ｋ）＝∑
Ｔ

ｓ＝ｋ
－１ 　

　
珘Ｃ珘ｕ－λ∑

Ｔ

ｌ＝ｓ＋１
ｐ（ｌ）珘ｇ（珘ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ））( ＋

（Δｗ（ｓ））)　　＋ｗ（ｋ），ｋ∈［０，Ｔ＋１］Ｚ （７）

ｗｈｅｒｅ珘Ｃ珘ｕｓａｔｉｓｆｉｅｓ珘ｕ（０）＝０．
ＢｙＬｅｍｍａ２，珘ｕ（ｋ） ＞０，ｋ∈ ［１，Ｔ］Ｚ．Ｌｅｔ

珘ｕ ＝珘ｕ（ｋ０），ｋ０∈［１，Ｔ］Ｚ．Ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗ
ｉｎｇｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ，ｗｈｉｃｈｉｓｃｒｕｃｉａｌｉｎｏｕｒｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇａｒ
ｇｕｍｅｎｔｓ：

λ∑
ｋ０－１

ｌ＝１
ｐ（ｌ）珘ｇ（珘ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ））≤Ｃ珘ｕ≤

λ∑
ｋ０

ｌ＝１
ｐ（ｌ）珘ｇ（珘ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ）） （８）

ａｎｄ

λ∑
Ｔ

ｌ＝ｋ０＋１
ｐ（ｌ）珘ｇ（珘ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ））≤ 珘Ｃ珘ｕ≤

λ∑
Ｔ

ｌ＝ｋ０

ｐ（ｌ）珘ｇ（珘ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ）） （９）

Ｉｎｆａｃｔ，ｏｎｔｈｅｏｎｅｈａｎｄ，ｂｙ

０≤珘ｕ（ｋ０）－珘ｕ（ｋ０－１）＝
－１ 　
　
Ｃ珘ｕ( －

λ∑
ｋ０－１

ｌ＝１
ｐ（ｌ）珘ｇ（珘ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ））－

（Δｗ（ｋ０－１））)　　＋Δｗ（ｋ０－１）
ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔＣ珘ｕ≥ λ∑

ｋ０－１

ｌ＝１
ｐ（ｌ）珘ｇ（珘ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ））．Ｏｎ

ｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，ｂｙΔ珘ｕ（ｋ０）≤ ０，ｗｅｈａｖｅＣ珘ｕ ≤

λ∑
ｋ０

ｌ＝１
ｐ（ｌ）珘ｇ（珘ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ））．Ｔｈｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（９）ｃａｎ

ｂｅｖｅｒｉｆｉｅｄｓｉｍｉｌａｒｌｙ．
ＬｅｔＫ＝｛ｕ∈Ｅ：ｕ（ｋ）≥０，ｋ∈［０，Ｔ＋１］Ｚ｝，

ａｃｏｎｅｉｎＥ．Ｗｉｔｈｔｈｅｈｅｌｐｏｆ（６）ａｎｄ（７），ｄｅｆｉｎｅ
Ｆ：Ｋ→Ｋｂｙ

Ｆｕ（ｋ）＝

∑
ｋ

ｓ＝１
－１ 　

　
Ｃｕ－λ∑

ｓ－１

ｌ＝１
ｐ（ｌ）珘ｇ（ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ））( －

（Δｗ（ｓ－１））)　　＋ｗ（ｋ）＝
∑
Ｔ

ｓ＝ｋ
－１ 　

　
珘Ｃｕ－λ∑

Ｔ

ｌ＝ｓ＋１
ｐ（ｌ）珘ｇ（ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ））( ＋

（Δｗ（ｓ））)　　＋ｗ（ｋ）

８６
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Ｈｅｒｅ，Ｃｕａｎｄ珘Ｃｕｓａｔｉｓｆｙ

∑
Ｔ＋１

ｓ＝１
－１ 　

　
Ｃｕ－λ∑

ｓ－１

ｌ＝１
ｐ（ｌ）珘ｇ（ｕ（ｌ）( －

ｗ（ｌ））－（Δｗ（ｓ－１））)　　＝０
ａｎｄ

∑
Ｔ

ｓ＝０
－１ 　

　
珘Ｃｕ－λ∑

Ｔ

ｌ＝ｓ＋１
ｐ（ｌ）珘ｇ（ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ））( ＋

（Δｗ（ｓ））)　　＝０
ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．ＴｈｅｎＦ：Ｋ→Ｋｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓａｎｄｐｒｏｂｌｅｍ
（５）ｈａｓａｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆＦｈａｓａｆｉｘｅｄ
ｐｏｉｎｔｉｎＫｆｏｒλ＞０．

２　ＭａｉｎＲｅｓｕｌｔｓ
Ｆｏｒａｎｙｇｉｖｅｎｒ＞０，ｓｅｔ

λｒ：＝ｍｉｎ
 ｒ
８（Ｔ＋１( )）
ＭＴ珋ｐ ，

 ｒ
２（Ｔ＋１( )）
ｈ（ｒ）Ｔ珋

{ }
ｐ

　

（１０）

ｗｈｅｒｅｈ（ｔ）＝ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
珘ｇ（ｓ）．Ａｌｓｏ，ｌｅｔλ０：＝

２φ（１２）

ｐ
－
ｆ∞ψＴ＋１( )３

．

Ｉｆｆ∞ ＝∞，ｔｈｅｎｗｅｓａｙλ０ ＝０．
Ｎｏｗ，ｗｅｓｔａｔｅｏｕｒｍａｉｎｒｅｓｕｌｔ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ１　Ｌｅｔ（Ａ１） － （Ａ３）ａｎｄ（Ｃ２）

ｈｏｌｄ．Ａｓｓｕｍｅｔｈａｔλ０ ＜λｒｈｏｌｄｓｆｏｒｓｏｍｅｒ＞０，ｔｈｅｎ
ｐｒｏｂｌｅｍ（１）ｈａｓａｔｌｅａｓｔｏｎｅｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒλ∈
（λ０，λｒ）．Ｅｓｐｅｃｉａｌｌｙ，ｉｆｆ∞ ＝∞，ｔｈｅｎｆｏｒｅａｃｈｒ＞０
ｐｒｏｂｌｅｍ（１）ｈａｓｏｎｅｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒλ∈ （０，
λｒ）．

Ｐｒｏｏｆ　Ｗｅｄｉｖｉｄｅｔｈｅｐｒｏｏｆｉｎｔｏｔｗｏｓｔｅｐｓ．
ＳｔｅｐＩ：ＷｅｓｈａｌｌａｐｐｌｙＬｅｍｍａ１ｔｏｓｈｏｗｔｈａｔｆｏｒ

λ０ ＜λ＜λｒ，Ｆｈａｓａｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔ珘ｕｉｎＫ．
Ｆｉｒｓｔ，ｗｅｓｈｏｗｔｈａｔａｌｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｕ∈ Ｋｏｆｕ＝

θＦ（ｕ）（θ∈（０，１））ｓａｔｉｓｆｙ ｕ≠ｒ．
Ｉｎｄｅｅｄ，ｉｆｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓθ∈（０，１）ｓｕｃｈｔｈａｔａｓｏ

ｌｕｔｉｏｎｕｏｆｕ＝θＦｕｓａｔｉｓｆｉｅｓｕ＝ｒ，ｔｈｅｎｂｙＬｅｍｍａ３
ａｎｄ４ｗｉｔｈ（８）ａｎｄ（１０），ｗｅｈａｖｅｔｈａｔｆｏｒｋ∈［０，Ｔ
＋１］Ｚ，

ｕ（ｋ）＝θＦｕ（ｋ）≤

θ∑
ｋ

ｓ＝１
－１ 　

　λ∑
Ｔ

ｌ＝１
－∑

ｓ－１

ｌ＝
( )

１
ｐ（ｌ）珘ｇ（ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ））( －

（Δｗ（ｓ－１））)　　＋θｗ（ｋ）＝
θ∑
ｋ

ｓ＝１
－１ 　

　λ∑
Ｔ

ｌ＝ｓ
ｐ（ｌ）珘ｇ（ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ））( －

（Δｗ（ｓ－１））)　　＋θｗ（ｋ）≤

∑
ｋ

ｓ＝１

　
　
－１ 　
　λ∑
Ｔ

ｌ＝ｓ
ｐ（ｌ）珘ｇ（ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ( ){ ））＋

－１（－（Δｗ（ｓ－１）））＋－１（λＭＴ珋ｐ）}　　＋ｗ（ｋ）≤
∑
ｋ

ｓ＝１
－１ 　

　λ∑
Ｔ

ｌ＝ｓ
ｐ（ｌ）珘ｇ（ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ( )））＋

（Ｔ＋１）－１（λＭＴ珋ｐ）≤
（Ｔ＋１）－１（λＴ珋ｐｈ（ｒ））＋（Ｔ＋１）－１（λＭＴ珋ｐ）≤

ｒ
２＋

ｒ
２ ＝ｒ

Ｔｈｕｓ，ｗｅｈａｖｅｒ＝ ｕ＜ｒ，ａｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ．
Ｎｅｘｔ，ｗｅｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｃｏｎｓｔａｎｔｓＲ＞ｒ，β

＞Ｒｓｕｃｈｔｈａｔａｌｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｕ∈Ｋｏｆｕ＝Ｆｕ＋θβ，０＜
θ＜１，ｓａｔｉｓｆｙ ｕ≠Ｒ．Ｓｕｃｈｕｓａｔｉｓｆｉｅｓｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍ

Ｌ［ｕ－ｗ］（ｋ－１）＋Ｌ［ｗ］（ｋ－１）＝
－λｐ（ｋ）珘ｇ（ｕ（ｋ）－ｗ（ｋ）），ｋ∈［１，Ｔ］Ｚ，
ｕ（０）＝θβ＝ｕ（Ｔ＋１

{
）

（１１）
Ｌｅｔｕ ＝ｕ（ｋ０），ｋ０∈ ［１，Ｔ］Ｚ，ａｎｄ ｕ ＞ｒ．Ｗｅ
ｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｔｗｏｃａｓｅｓｔｏｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓＲ＞ｒ
ｓｕｃｈｔｈａｔｕ＜Ｒ．

Ｃａｓｅｏｎｅ：ｋ０≥
Ｔ＋１
２ ．Ｌｅｔｖｓｏｌｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ

ｐｒｏｂｌｅｍ
Ｌ［ｖ－ｗ］（ｋ－１）＋Ｌ［ｗ］（ｋ－１）＝０，

ｋ∈［１，ｋ０－１］Ｚ，
ｖ（０）＝θβ，ｖ（ｋ０）＝ ｕ

{
　　　　　　

（１２）
Ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅ
Ｌ［ｕ－ｗ］（ｋ－１）－Ｌ［ｖ－ｗ］（ｋ－１）＝
－λｐ（ｋ）珘ｇ（ｕ（ｋ）－ｗ（ｋ）），ｋ∈［１，ｋ０－１］Ｚ，
（ｕ－ｖ）（０）＝０＝（ｕ－ｖ）（ｋ０

{
）

ＩｔｆｏｌｌｏｗｓｂｙＬｅｍｍａ２ｔｈａｔｕ（ｋ）＞ｖ（ｋ），ｋ∈［１，ｋ０－
１］Ｚ．Ｎｏｔｅｔｈａｔｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｖｏｆ（１２）ｃａｎｂｅｅｘｐｒｅｓｓｅｄ
ａｓ

ｖ（ｋ）＝ ｕ－∑
ｋ０

ｌ＝ｋ＋１
｛－１［Ｃｖ－（Δｗ（ｌ－１））］＋

Δｗ（ｌ－１）｝，ｋ∈［０，ｋ０］Ｚ （１３）
ｗｈｅｒｅＣｖｓａｔｉｓｆｉｅｓｖ（０）＝θβ．Ｔｈｕｓ，

ｕ＝θβ＋∑
ｋ０

ｌ＝１
｛－１［Ｃｖ－（Δｗ（ｌ－１））］＋

Δｗ（ｌ－１）｝ （１４）

Ｗｅｃｌａｉｍｔｈａｔ０≤Ｃｖ≤
２ｕ
ｋ( )
０

．Ｉｎｆａｃｔ，ｉｆＣｖ＜０，

ｔｈｅｎｕ（０）＝ｖ（０）＞ ｕ－∑
ｋ０

ｌ＝１
｛－１（－（Δｗ（ｌ－

１）））＋Δｗ（ｌ－１）｝＝ ｕ．Ｉｔｉｓａｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ．Ｉｆ

９６
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Ｃｖ ＞
２ｕ
ｋ( )
０

，ｔｈｅｎ，ｂｙ（１０）ａｎｄＬｅｍｍａ３，ｗｅ

ｈａｖｅｔｈａｔｆｏｒｋ∈［１，ｋ０］Ｚ，

Ｃｖ＞
ｒ
Ｔ＋( )１ ＞λＴＭ珋ｐ≥（Δｗ（ｋ－１））

ＩｔｆｏｌｌｏｗｓｂｙＬｅｍｍａ３ａｎｄ４ｔｈａｔｆｏｒｋ∈［１，ｋ０］Ｚ，
－１（Ｃｖ）＝

－１［Ｃｖ－（Δｗ（ｋ－１））＋
（Δｗ（ｋ－１））］≤

－１（Ｃｖ－（Δｗ（ｋ－１）））＋
Δｗ（ｋ－１）＋－１（λＭＴ珋ｐ）

Ｔｈｕｓ，ｂｙ（１０），ｗｅｈａｖｅｔｈａｔｆｏｒｋ∈［１，ｋ０］Ｚ，
－１（Ｃｖ－（Δｗ（ｋ－１）））＋Δｗ（ｋ－１）≥

－１（Ｃｖ）－
－１（λＭＴ珋ｐ）＞

２ｕ
ｋ０
－ ｒ
Ｔ＋１＞

ｕ
ｋ０

ｗｈｉｃｈｙｉｅｌｄｓｆｒｏｍ（１４）ｔｈａｔｕ＞θβ＋ ｕ，ａｃｏｎｔｒａ
ｄｉｃｔｉｏｎ．

Ｌｅｔｋ１＝
２
３ｋ０ （ ｘ ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍｏｆ

ｉｎｔｅｇｅｒｓｎｏｔｌｅｓｓｔｈａｎｘ）．ＳｉｎｃｅＴ＞５，ｗｅｋｎｏｗｋ０－
ｋ１≥１．Ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅｆｒｏｍ（１３），（１０）ａｎｄＬｅｍｍａ
４ｔｈａｔｆｏｒｋ∈［ｋ１，ｋ０］Ｚ，

ｖ（ｋ）≥ ｕ－∑
ｋ０

ｌ＝ｋ＋１
－１ ２ｕ

ｋ( )
０

[{ ＋

（－Δｗ（ｌ－１））]　　＋Δｗ（ｌ－１）}　　≥
ｕ－∑

ｋ０

ｌ＝ｋ＋１

２ｕ
ｋ０
－Δｗ（ｌ－１）[ ＋

－１（λＭＴ珋ｐ）＋Δｗ（ｌ－１）]　　≥
ｕ－（ｋ０－ｋ）

２ｕ
ｋ０
－（Ｔ＋１）－１（λＭＴ珋ｐ）≥

１
３ ｕ－

１
８ｒ＞

５
２４ｕ

Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔｆｏｒｋ∈［ｋ１，ｋ０］Ｚ，
ｕ（ｋ）－ｗ（ｋ）≥ｖ（ｋ）－ｗ（ｋ）＞

５
２４ｕ－ｗ（ｋ）＞

１
１２ｕ

ｓｉｎｃｅｆｏｒｋ∈［０，Ｔ＋１］Ｚ，

ｗ（ｋ）＝∑
ｋ

ｌ＝１
Δｗ（ｌ－１）≤

（Ｔ＋１）－１（λＭＴ珋ｐ）＜１８ ｕ （１５）

Ｎｏｔｅｔｈａｔ

ｕ（ｋ）＝∑
ｋ

ｓ＝１
－１ 　

　
Ｃｕ－λ∑

ｓ－１

ｌ＝１
ｐ（ｌ）珘ｇ（ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ））( －

（Δｗ（ｓ－１））)　　＋ｗ（ｋ）＋θβ
ａｎｄ（８）ｈｏｌｄｓｗｉｔｈ珘ｕｂｅｉｎｇｒｅｐｌａｃｅｄｂｙｕ．Ｔｈｅｎｗｅ
ｈａｖｅ

ｕ≥ｕ（ｋ１）≥

∑
ｋ１

ｓ＝１
－１ 　

　λ
　
　∑
ｋ０－１

ｌ＝１
－∑

ｓ－１

ｌ＝
( )

１
ｐ（ｌ）珘ｇ（ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ））( －

（Δｗ（ｓ－１））)　　≥
∑
ｋ１

ｓ＝１
－１ 　

　λ∑
ｋ０－１

ｌ＝ｋ１

ｐ（ｌ）珘ｇ（ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ））( －

（Δｗ（ｓ－１））)　　≥
２
３ｋ０

－１
（ｋ０－ｋ１）λｐ－

ｉｎｆ
ｘ≥１１２ ｕ

珓ｇ（ｘ）
（ｘ）

ｕ( )１２
－λＭＴ珋( )ｐ≥

１
３（Ｔ＋１）

－１ λｐ
－
ｉｎｆ

ｘ≥１１２ ｕ

珘ｇ（ｘ）
（ｘ）

ｕ( )１２
－λＭＴ珋( )ｐ

Ａｓｓｕｍｅ０＜ｆ∞ ＜∞．Ｔａｋｅε＞０ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｓｍａｌｌ，

ｓｕｃｈｔｈａｔλ＞ ２φ（１２）

ｐ
－
（ｆ∞ －ε）ψＴ＋１( )３

．Ｆｏｒｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ

ｌａｒｇｅ ｕ，ｗｅｋｎｏｗｂｙ（Ａ２）ｔｈａｔｉｎｆｘ≥１１２ ｕ

珘ｇ（ｘ）
（ｘ）

＞

ｆ∞ －ε，ａｎｄｂｙｔｈｅｆａｃｔｌｉｍ
ｕ→∞
（ｕ）＝∞ｔｈａｔλＭＴ珋ｐ＜

１
２λｐ－

ｆ∞ ｕ( )１２
．Ｔｈｕｓ，ｆｏｒｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｌａｒｇｅ ｕ，

ｕ＞
１
３（Ｔ＋１）

－１ １
２λｐ－

（ｆ∞ －ε） ｕ( )( )１２
Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔｆｏｒｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｌａｒｇｅ ｕ，

 ３
Ｔ＋１( )ｕ ＞１２λｐ－

（ｆ∞ －ε）

 ｕ( )１２
＞ φ（１２）

ψ（Ｔ＋１３ ）
 ｕ( )１２

（１６）

Ｂｙ（２），ｗｅｋｎｏｗ

（ｕ）≥ ３
Ｔ＋１( )ｕ ψ ３

Ｔ＋( )１
ａｎｄ

（ｕ）≤ １１２( )ｕ φ（１２）

Ｔｈｅｎ，（１６）ｉｍｐｌｉｅｓ（ｕ）＞（ｕ），ａｃｏｎｔｒａｄｉｃ
ｔｉｏｎ．Ｉｆｆ∞ ＝ ∞，ｔｈｅｎ ｗｅｃａｎ ｃｈｏｏｓｅＮ ＞
２φ（１２）

λｐ
－
ψＴ＋１( )３

（０＜λ＜λｒ）ｓｕｃｈｔｈａｔｆｏｒｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ

ｌａｒｇｅ ｕ，

ｕ＞
１
３（Ｔ＋１）

－１ １
２λｐ－

Ｎ ｕ( )( )１２
Ｔｈｕｓｗｅａｇａｉｎｈａｖｅ

 ３
Ｔ＋１( )ｕ ＞ φ（１２）

ψＴ＋１( )３

 ｕ( )１２

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓＲ１ ＞ｒ，ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆｕ，θ，
ａｎｄβｓｕｃｈｔｈａｔｕ＜Ｒ１．

０７
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Ｃａｓｅｔｗｏ：ｋ０ ＜
Ｔ＋１
２ ．Ｌｅｔ珓ｖｂｅｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ

Ｌ［珓ｖ－ｗ］（ｋ－１）＋Ｌ［ｗ］（ｋ－１）＝０，
　　　　ｋ∈［ｋ０＋１，Ｔ］Ｚ，
珓ｖ（ｋ０）＝ ｕ，珓ｖ（Ｔ＋１）＝

{
θβ

（１７）

ＴｈｅｎｗｅｈａｖｅｂｙＬｅｍｍａ２ｔｈａｔｕ（ｋ）＞珓ｖ（ｋ），ｋ∈［ｋ０
＋１，Ｔ］Ｚ．Ｎｏｔｅｔｈａｔ

珓ｖ（ｋ）＝ ｕ－∑
ｋ

ｌ＝ｋ０＋１
｛－１［Ｃ珓ｖ＋（Δｗ（ｌ－１））］－

Δｗ（ｌ－１）｝，ｋ∈［ｋ０，Ｔ＋１］Ｚ （１８）
ｗｈｅｒｅＣ珓ｖｓａｔｉｓｆｉｅｓ珓ｖ（Ｔ＋１）＝θβ．Ｔｈｕｓ，

ｕ＝θβ＋∑
Ｔ＋１

ｌ＝ｋ０＋１
｛－１［Ｃ珓ｖ＋

（Δｗ（ｌ－１））］－Δｗ（ｌ－１）｝ （１９）
ＳｉｍｉｌａｒｔｏｔｈｅａｒｇｕｍｅｎｔｓｉｎＣａｓｅｏｎｅ，ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏ

ｃｈｅｃｋｔｈａｔ０≤Ｃ珓ｖ≤
２ｕ

Ｔ＋１－ｋ( )
０

．

Ｌｅｔｋ２＝
Ｔ＋１＋２ｋ０

３ （ｘｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｉｎｔｅｇｅｒ

ｐａｒｔｏｆｘ）．Ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｓｅｅｔｈａｔｋ２－ｋ０≥１ｂｙＴ＞５．
Ｈｅｎｃｅ，ｗｅｈａｖｅｆｒｏｍ（１８），（１０）ａｎｄＬｅｍｍａ４ｔｈａｔ
ｆｏｒｋ∈［ｋ０，ｋ２］Ｚ，

珓ｖ（ｋ）≥ ｕ－∑
ｋ

ｌ＝ｋ０＋１
－１  ２ｕ

Ｔ＋１－ｋ( )
０

[{ ＋

（Δｗ（ｌ－１））]　　－Δｗ（ｌ－１）}　　≥
ｕ－∑

ｋ

ｌ＝ｋ０＋１

　
　
２ｕ

Ｔ＋１－ｋ０
＋Δｗ（ｌ－１）[ ＋

－１（λＭＴ珋ｐ）－Δｗ（ｌ－１）]　　≥
ｕ－（ｋ－ｋ０）

２ｕ
Ｔ＋１－ｋ０

－（Ｔ＋１）－１（λＭＴ珋ｐ）＞

１
３ ｕ－

１
８ ｕ＝

５
２４ｕ

Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｂｙ（１５）ｔｈａｔｆｏｒｋ∈ ［ｋ０，ｋ２］Ｚ，ｕ（ｋ）－

ｗ（ｋ）＞１１２ｕ．

Ｎｏｔｅｔｈａｔ

ｕ（ｋ）＝∑
Ｔ

ｓ＝ｋ
－１ 　

　
珘Ｃｕ－λ∑

Ｔ

ｌ＝ｓ＋１
ｐ（ｌ）珘ｇ（ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ））( ＋

（Δｗ（ｓ））)　　＋ｗ（ｋ）＋θβ，ｋ∈［０，Ｔ＋１］Ζ
ａｎｄ（９）ｓｔｉｌｌｈｏｌｄｓｗｉｔｈ珘ｕｂｅｉｎｇｒｅｐｌａｃｅｄｂｙｕ．Ｔｈｅｎ
ｗｅｈａｖｅｔｈａｔ

ｕ≥ｕ（ｋ２）≥

∑
Ｔ

ｓ＝ｋ２
－１ 　

　λ∑
ｓ

ｌ＝ｋ０＋１
ｐ（ｌ）珘ｇ（ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ））( ＋

（Δｗ（ｓ））)　　≥

∑
Ｔ

ｓ＝ｋ２
－１ 　

　λ∑
ｋ２

ｌ＝ｋ０＋１
ｐ（ｌ）珘ｇ（ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ））( ＋

（Δｗ（ｓ））)　　≥（Ｔ＋１－ｋ２）－１ 　　（ｋ２－ｋ１( ）·

λｐ
－
ｉｎｆ

ｘ≥１１２ ｕ

珘ｇ（ｘ）
（ｘ）

ｕ( )１２
－λＭＴ珋)ｐ≥

１
３（Ｔ＋１）·

－１ λｐ
－
ｉｎｆ

ｘ≥１１２ ｕ

珘ｇ（ｘ）
（ｘ）

ｕ( )１２
－λＭＴ珋( )ｐ

Ｕｓｉｎｇｓｉｍｉｌａｒａｒｇｕｍｅｎｔｓａｓｂｅｆｏｒｅ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓＲ２＞ｒ，
ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆｕ，θａｎｄβｓｕｃｈｔｈａｔｕ＜Ｒ２．

Ｉｎｓｕｍｍａｒｙ，ｂｙＬｅｍｍａ１，ｆｏｒ０＜λ＜λｒ，Ｆｈａｓ
ａｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔ珘ｕｉｎＫｗｉｔｈ 珘ｕ≥ｒ，ｗｈｉｃｈｉｓａｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏ
ｌｕｔｉｏｎｏｆ（５）．

ＳｔｅｐＩＩ．Ｗｅｓｈａｌｌｐｒｏｖｅｔｈａｔ珘ｕ＞ｗｏｎ［１，Ｔ］Ｚ．
Ｌｅｔ珘ｕ＝珘ｕ（ｋ０），ｋ０∈［１，Ｔ］Ｚ．Ｗｅｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈ

ｔｗｏｃａｓｅｓｔｈａｔ（ｉ）１≤ｋ≤ｋ０ａｎｄ（ｉｉ）ｋ０≤ｋ≤Ｔｔｏ
ｆｉｎｉｓｈｔｈｅｐｒｏｏｆ．

（ｉ）Ｉｆ１≤ｋ≤ｋ０，ｗｅｕｓｅｔｈｅｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ（６），ｉ．ｅ．，

珘ｕ（ｋ）＝∑
ｋ

ｓ＝１
－１ 　

　
Ｃ珘ｕ－λ∑

ｓ－１

ｌ＝１
ｐ（ｌ）珘ｇ（珘ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ））( －

（Δｗ（ｓ－１））)　　＋ｗ（ｋ），ｋ∈［０，Ｔ＋１］Ｚ
ｗｈｅｒｅＣ珘ｕｓａｔｉｓｆｉｅｓ珘ｕ（Ｔ＋１）＝０．Ｂｙ（８），ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓ
０≤ε≤１ｓｕｃｈｔｈａｔ

Ｃ珘ｕ ＝（１－ε）λ∑
ｋ０－１

ｌ＝１
ｐ（ｌ）珘ｇ（珘ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ））＋

ελ∑
ｋ０

ｌ＝１
ｐ（ｌ）珘ｇ（珘ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ））＝

λ∑
ｋ０－１

ｌ＝１
ｐ（ｌ）珘ｇ（珘ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ））＋

ελｐ（ｋ０）珘ｇ（珘ｕ（ｋ０）－ｗ（ｋ０））
（２０）

Ｆｏｒｋ∈［０，ｋ０］Ｚ，ｌｅｔ

Ｇ（ｋ）＝∑
ｋ

ｓ＝１
－１ 　

　λ∑
ｋ０－１

ｌ＝ｓ
ｐ（ｌ）珘ｇ（珘ｕ（ｌ）( －

ｗ（ｌ））＋ελｐ（ｋ０）珘ｇ（珘ｕ（ｋ０）－ｗ（ｋ０））)　　
Ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｓｅｅｔｈａｔ

ΔＧ（ｋ－１）＝－１ 　
　λ∑
ｋ０－１

ｌ＝ｋ
ｐ（ｌ）珘ｇ（珘ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ））( ＋

ελｐ（ｋ０）珘ｇ（珘ｕ（ｋ０）－ｗ（ｋ０））)　　
ｉｓｎｏｎｉｎｃｒｅａｓｉｎｇｏｎ［１，ｋ０］Ｚ．ＴｈａｔｉｓｔｏｓａｙｔｈａｔＧｉｓａ
ｄｉｓｃｒｅｔｅｃｏｎｃａｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎｏｎ［０，ｋ０］．Ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅ

Ｇ（ｋ）≥ ｋ
ｋ０
Ｇ（ｋ０），ｋ∈［０，ｋ０］Ｚ （２１）

１７
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Ｆｒｏｍ（２０）ａｎｄＬｅｍｍａ４ｗｅｈａｖｅｔｈａｔ
ｒ≤珘ｕ（ｋ０）＝

∑
ｋ０

ｓ＝１
－１ 　

　λ∑
ｋ０－１

ｌ＝ｓ
ｐ（ｌ）珘ｇ（珘ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ））( ＋

ελｐ（ｋ０）珘ｇ（珘ｕ（ｋ０）－ｗ（ｋ０））)　　－
（Δｗ（ｓ－１）））＋ｗ（ｋ０）≤

∑
ｋ０

ｓ＝１

　
　
－１ 　
　λ∑
ｋ０－１

ｌ＝ｓ
ｐ（ｌ）珘ｇ（珘ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ({ ））＋

ελｐ（ｋ０）珘ｇ（珘ｕ（ｋ０）－ｗ（ｋ０）)　　－
Δｗ（ｓ－１）＋－１（λＭＴ珋ｐ）}　　＋ｗ（ｋ０）＜
Ｇ（ｋ０）＋（Ｔ＋１）

－１（λＴＭ珋ｐ）
Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｂｙ（１０）ｔｈａｔ

Ｇ（ｋ０）＞ｒ－（Ｔ＋１）
－１（λＴＭ珋ｐ）≥ ７８ｒ

　（２２）

ａｎｄｈｅｎｃｅｂｙ（２１）ｔｈａｔＧ（ｋ）＞ ７ｋ
８（Ｔ＋１）ｒ．Ｔｈｅｒｅ

ｆｏｒｅ，ｆｒｏｍ（２０），Ｌｅｍｍａ３ａｎｄｔｈｅｓｅｃｏｎｄｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ
ｏｆＬｅｍｍａ４，ｗｅｈａｖｅ

珘ｕ（ｋ）－ｗ（ｋ）＝

∑
ｋ

ｓ＝１
－１ 　

　
Ｃｕ－λ∑

ｓ－１

ｌ＝１
ｐ（ｌ）珘ｇ( ·

（珘ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ））－（Δｗ（ｓ－１））)　　＝
∑
ｋ

ｓ＝１
－１ 　

　λ∑
ｋ０－１

ｌ＝ｓ
ｐ（ｌ）珘ｇ（珘ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ））( ＋

ελｐ（ｋ０）珘ｇ（珘ｕ（ｋ０）－ｗ（ｋ０））－（Δｗ（ｓ－１））)　　≥
∑
ｋ

ｓ＝１
－１ 　

　λ∑
ｋ０－１

ｌ＝ｓ
ｐ（ｌ）珘ｇ（珘ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ））＋ελｐ（ｋ０( ）

珘ｇ（珘ｕ（ｋ０）－ｗ（ｋ０））－λＭＴ珋ｐ)　　≥
Ｇ（ｋ）－２ｋ－１（λＭＴ珋ｐ）＞

７ｋ
８（Ｔ＋１）ｒ－

２ｋ
８（Ｔ＋１）ｒ＝

５ｋ
８（Ｔ＋１）ｒ＞０，

ｋ∈［１，ｋ０］Ｚ
（ｉｉ）Ｔｈｅｓｅｃｏｎｄｃａｓｅｋ０≤ｋ≤Ｔｃａｎｂｅｓｉｍｉｌａｒｌｙｄｅａｌｔ
ｗｉｔｈ．Ｗｅｕｓｅｔｈｅｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ（７），ｉ．ｅ．，

珘ｕ（ｋ）＝∑
Ｔ

ｓ＝ｋ
－１ 　

　
珘Ｃ珘ｕ－λ∑

Ｔ

ｌ＝ｓ＋１
ｐ（ｌ( ）·

珘ｇ（珘ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ））＋（Δｗ（ｓ））)　　＋ｗ（ｋ），
ｋ∈［０，Ｔ＋１］Ｚ

ｗｈｅｒｅ珘Ｃ珘ｕｓａｔｉｓｆｉｅｓ珘ｕ（０）＝０．Ｂｙ（９），ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓ０≤
ε≤１ｓｕｃｈｔｈａｔ

Ｃ珘ｕ ＝λ∑
Ｔ

ｌ＝ｋ０＋１
ｐ（ｌ）珘ｇ（珘ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ））＋

ελｐ（ｋ０）珘ｇ（珘ｕ（ｋ０）－ｗ（ｋ０）） （２３）
Ｆｏｒｋ∈［ｋ０，Ｔ＋１］Ｚ，ｌｅｔ

珘Ｇ（ｋ）＝∑
Ｔ

ｓ＝ｋ
－１ 　

　λ∑
ｓ

ｌ＝ｋ０＋１
ｐ（ｌ）珘ｇ（珘ｕ（ｌ）－ｗ（ｌ））( ＋

ελｐ（ｋ０）珘ｇ（珘ｕ（ｋ０）－ｗ（ｋ０））)　　
ＴｈｅｎｏｎｅｃａｎｆｉｎｄｔｈａｔΔ珘Ｇ（ｋ－１）ｉｓｎｏｎｉｎｃｒｅａｓｉｎｇｏｎ
［ｋ０＋１，Ｔ＋１］Ｚ，ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔ

珘Ｇ（ｋ）－珘Ｇ（ｋ０）
ｋ－ｋ０

≥
珘Ｇ（Ｔ＋１）－珘Ｇ（ｋ０）
Ｔ＋１－ｋ０

，

ｋ∈［ｋ０，Ｔ＋１］Ｚ
Ｔｈａｔｉｓｔｏｓａｙ

珘Ｇ（ｋ）≥ Ｔ＋１－ｋＴ＋１－ｋ０
珘Ｇ（ｋ０），ｋ∈［ｋ０，Ｔ］Ｚ（２４）

Ｔｈｕｓｗｅｈａｖｅｂｙ（２３）ａｎｄＬｅｍｍａ４ｔｈａｔ
ｒ≤珘ｕ（ｋ０）＜珘Ｇ（ｋ０）＋（Ｔ＋１－ｋ０）

－１（λＴＭ珋ｐ）
Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｂｙ（１０）ｔｈａｔ

珘Ｇ（ｋ０）＞ｒ－
Ｔ＋１－ｋ０
８（Ｔ＋１）ｒ

ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓｂｙ（２４）ｔｈａｔ珘Ｇ（ｋ）＞７（Ｔ＋１－ｋ）８（Ｔ＋１） ｒ，ｋ

∈［ｋ０，Ｔ］Ｚ．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｂｙ（２３），Ｌｅｍｍａ３ａｎｄｔｈｅ
ｓｅｃｏｎｄｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｏｆＬｅｍｍａ４ｔｈａｔ

珘ｕ（ｋ）－ｗ（ｋ）≥
珘Ｇ（ｋ）－２（Ｔ＋１－ｋ）－１（λＭＴ珋ｐ）＞
５（Ｔ＋１－ｋ）
８（Ｔ＋１） ｒ＞０，ｋ∈［ｋ０，Ｔ］Ｚ

Ｉｎｓｕｍｍａｒｙ，ｗｅｈａｖｅｉｎｅａｃｈｃａｓｅｔｈａｔ珘ｕ（ｋ）－ｗ（ｋ）
＞０ｏｎ［１，Ｔ］Ｚ．Ｔｈｅｐｒｏｏｆｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ：
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Ａｐｐｌ，１９９８，２１７：６７２－６８６．
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ｑｕａｓｉｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．ＲｏｃｋｙＭｏｕｎｔａｉｎＪＭａｔｈ，２００７，
３７：２１５－２２８．

［８］　ＬＥＥＥ，ＬＥＥＹ．Ａｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｙｒｅｓｕｌｔｆｏｒｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ
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